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Relativitas Umum mengubah pandangan bahwa ruang-waktu bukanlah 
kuantitas absolut melainkan dapat melengkung oleh kehadiran massa dan energi 
masif. Hubungan antara massa dan energi terhadap struktur ruang-waktu tersebut 
ditunjukkan oleh persamaan medan Einstein. Dalam penelitian ini bertujuan untuk 
mendapatkan persamaan Klein-Gordon kehadiran grativasi dalam ruang-waktu 
melengkung. Hal tersebut dilakukan dengan memuat lagrangian √−𝑔, dan 𝜂𝜇𝜈 
kemudian diganti 𝑔𝜇𝜈.  Penelitian kemudian dilanjutkan dengan mencari nilai 
elemen garis 𝑑𝑠2 atau metrik  yang menunjukkan perpaduan medan skalar dan  
medan gravitasi. Pada elemen garis tersebut ada pengaruh yang sangat besar selain 
massa, yaitu kehadiran medan skalar.  Dengan kehadiran suku tambahan pada 
metrik tersebut menunjukkan metriks tidak menuju singularitas seperti pada solusi 
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General Relativity changes the view that space-time is not an absolute 
quantity but can be warped by the presence of massive mass and energy. The 
relationship between mass and energy to the structure of space time is sown by 
Einstein’s field equations. This study aims obtain the Klein-Gordon equation for 
the presence of gravity in curved space-time. This is done by loading the lagrangian 
√−𝑔 and 𝜂𝜇𝜈. Then replaced with 𝑔𝜇𝜈. The research is then continued by finding 
the value of the line element 𝑑𝑠2 or metric which shows a combination of scalar 
and gravitational fields. On the line element there is a very large influence besides 
mass, namely the presence of a scalar field. The presence of additional terms in the 































جوردون في معادلة الزمكان شوارزشيلد. البحث. قسم -كالين. دراسة معادلة ۰۲۰۲هيرناني، عدة.  
 الفيزياء،كلية العلوم و التكنولوجيا، جامعة موالنا مالك إبراهيم بماالنج.
 ( أحمد أبطاخي املاجستير.۰( عبد البسيط املاجستير )۲املشرف: ) 
 
جوردون، مجال الجاذبية ، معادلة شوارزشيلد-: كالين الكلمات املفتاحية  
 
ير النسبية العامة وجهة النظر القائلة بأن الزمكان ليس الكمية املطلقة ولكن يمكن أن يتشوه تغ
بوجود كتلة هائلة وطاقة جسيمة. تظهر العالقة بين الكتلة والطاقة ببنية الزمكان من خالل معادالت املجال 
حني. اذبية في الزمكان املنجوردون لوجود الج-آلينشتاين. يهدف هذا البحث إلى الحصول على معادلة كالين
. ثم يستمر البحث من خالل البحث  𝑔𝜇𝜈ثم نقل بـ   𝜂𝜇𝜈و  𝑔−√ يتم ذلك عن طريق صنع النجالريان 
ظهر مجموعة من املجال العددية واملجال الجاذبية. يوجد   𝑑𝑠2عن قيم العناصر الخطية 
ُ
أو املترية التي ت
جًدا إلى جانب الكتلة ، وهو وجود مجال عددي. يشير وجود املصطلحات على عنصر الخط تأثير كبير 











1.1  Latar Belakang 
Teori Relativitas Umum (TRU) mulai diperkenalkan pada tahun 1915 oleh 
Einstein yang secara fisis menyatakan bahwa medan gravitasi merupakan suatu 
konsekuensi dari geometri ruang-waktu, dan sebaliknya pula bahwa bentuk 
geometri ruang-waktu akan menentukan distribusi materi (gravitation field source). 
Teori ini menggambarkan gravitasi sebagai struktur geometri dalam ruang-waktu 
(kelengkungan). Ruang-waktu dalam Teori Relativitas Umum diwakili oleh 
keragaman ruang-waktu dimensi 𝑢 dan geometrinya ditentukan oleh metrik 
Riemann. Konsep Teori Relativitas Umum dapat ditemui jika cahaya bintang 
melewati suatu benda massif seperti matahari, maka cahaya bintang tersebut akan 
dibelokkan di sekitar matahari. Hal ini terjadi bukan karena adanya gaya antara dua 
benda melainkan ruang-waktu di sekitar matahari dapat melengkung (Anugraha, 
2011). 
Setahun setelahnya, ilmuan fisika Karl Schwarzschild mulai 
memperkenalkan salah satu solusi eksak pertama dari persamaan medan Einstein 
dalam vakum simetri bola. Lalu solusi tersebut diberi nama solusi Schwarzschild. 
Solusi yang mampu menggambarkan geometri ruang-waktu di sekitar massa statik 
yang sebagai pusat gravitasi. Dalam objek astrofisika, solusi ini sukses meramalkan 
kehadiran eksistensi suatu medan gravitasi sangat kuat, hal ini lebih dipopulerkan 
dengan istilah Lubang Hitam. 
Istilah lubang hitam (black hole) mulai terdengar pada abad ke-18 pertama 





ada di ruang angkasa dapat terlihat karena memiliki cahaya, namun lama kelamaan 
bintang-bintang tersebut akan meredup atau bahkan kehilangan cahayanya. Hal ini 
terjadi pada bintang yang tidak memiliki volume dengan medan magnet yang sangat 
kuat sehingga dapat hancur dan menjadi lubang hitam. Sebagaimana Allah SWT 
berfirman dalam Surat Al-Mursalat Ayat 8 : 
           
Artinya : “Maka apabila bintang-bintang telah dihapuskan” 
 
Peristiwa bintang runtuh menyebabkan dampak yang ditimbulkan, seperti 
lekukan-lekukan di luar angkasa. Dengan massa yang cukup besar sehingga 
bintang-bintang membentuk lubang berwarna hitam dan ruang angkasa menjadi 
tidak datar lagi. Itulah mengapa bintang-bintang yang runtuh atau kehabisan bahan 
bakarnya disebut Lubang Hitam (Mulyono, 2006). Peristiwa tersebut sudah nyata 
adanya seperti yang dijelaskan dalam surat Al-Waaqi’ah ayat 75-76, Allah SWT 
bersumpah: 
                           
Artinya: “Maka aku bersumpah dengan tempat beredarnya bintang-bintang. 
Sesungguhnya sumpah itu adalah sumpah yang besar kalau kamu 
mengetahuinya”  
 
Sumpah itu berkaitan dengan akhir kehidupan bintang-bintang. Dengan 
tarikan gravitasi yang sangat kuat sehingga tidak dapat dilihat keberadaannya 
menggunakan teropong. Gravitasi dapat menarik atau menangkap benda-benda 
disekitarnya, contohnya partikel-partikel tercepat sekalipun seperti foton (partikel 
cahaya). Misalnya, cahaya pada lubang hitam tidak dapat meloloskan dirinya 





Persamaan Medan Einstein membentuk persamaan differensial parsial tidak 
linier (non-linier) sehingga muncullah solusi eksak maupun non eksak. Solusi yang 
mampu menggambarkan geometri ruang-waktu di sekitar massa statik yang sebagai 
pusat gravitasi. Solusi tersebut membentuk ruang metrik 4 dimensi berupa 3 
dimensi ruang polar (𝑟, 𝜃, 𝜙) dan satu dimensi koordinat waktu (𝑡) akan 
membentuk simetri bola.  
Akan tetapi, solusi Schwarzschild menyisakan beberapa kajian lanjut seperti 
geometri ruang-waktu yang menjadi tak terhingga mulai dari radius Schwarzschild 
(𝑟𝑆) yang merupakan batas horizon peristiwa lubang hitam sampai pada pusat 
gravitasi atau yang lebih dikenal sebagai sigularitas lubang hitam. Biswas (2008) 
melakukan transformasi koordinat tertentu singularitas pada radius Schwarzschild 
(𝑟 = 𝑟𝑆) tersebut dapat dihilangkan. Kemudian menghubungkan antara koordinat 𝑟 
dan koordinat 𝑡 radial tak berdimensi 𝑢 dan koordinat waktu tak berdimensi 𝑣 
sehingga menghasilkan metrik geometri Schwarzschild dalam koordinat Kruskal-
Szekers. 
Kemajuan pengamatan lubang hitam dalam spektrum gravitasi dan 
elektromagnetik menjadi kajian teoritis yang sangat menarik. Hal lain yang tak 
kalah menarik yaitu perpaduan skalar dan medan gravitasi. Menurut Konopla 
(2018) menyatakan setiap metrik lubang hitam yang simetri maupun asimetri dapat 
diwakilkan dengan istilah dari sejumlah parameter yang dapat diperbaiki melalui 
pengamatan di kedua wilayah. Pertama, dekat dengan horizon (dimana gravitasi 
sangat kuat) yaitu dimana segala peristiwa yang terjadi di dalam event horizon 
sehingga tidak dapat diamati dari luar dan kedua, jauh dengan horizon (dimana 





sejumlah besar parameter yang harus ditetapkan dengan data eksperimen. 
Eksperimen ini dikembangkan oleh Weyl pada tahun 1917 dengan memberikan 
informasi metriks dengan mengubah parameter r (jari-jari Schwarzschild). 
Penelitian selanjutnya dikembangkan Banyal (2016) dilakukan pemisahan 
variabel dengan persamaan Klein-Gordon, penelitiannya merumuskan persamaan 
Klein-Gordon menjadi salah satu solusi eksak yang merupakan perpaduan medan 
skalar dan medan gravitasi. Dalam penelitian ini penulis terdorong utuk mengkaji 
ulang solusi persamaan Einstein dengan tensor energi-momentum yang 
mendeskripsikan medan skalar, sehingga memperoleh formulasi yang lebih tepat. 
Persamaan Klein-Gordon dalam struktur ruang-waktu Schwarzschild sangat 
penting dipelajari dalam bidang fisika kuantum maupun Astrofisika. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Permasalahan-permasalahan yang muncul mengenai hal-hal dari latar 
belakang di atas adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana persamaan Klein-Gordon kehadiran grativasi dalam ruang-waktu 
melengkung? 
2. Bagaimana metrik interaksi medan skalar dan medan gravitasi bergantung 
waktu dalam geometri ruang-waktu Schwarzchild? 
 
1.3 Tujuan Penelitian 
Berdasarkan permasalahan-permasalahan di atas, tujuan yang ingin dicapai 
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 






2. Untuk mengetahui metrik interaksi medan skalar dan medan gravitasi 
bergantung waktu dalam geometri ruang-waktu Schwarzschild. 
 
1.4 Batasan Masalah 
Penelitian ini hanya mengkaji secara teoritik mengenai persamaan Klein-
Gordon dalam ruang waktu Schwarzschild. 
 
1.5 Manfaat Penelitian 
Adapun manfaat dari penelitian ini: 
1. Hasil penelitian secara teoritikal ini diharapkan dapat bermanfaat kepada 
masyarakat umum untuk memahami teori-teori umum pada kajian struktur 
ruang-waktu lubang hitam atau fenomena-fenomena kosmologi lainnya. 
2. Sebagai referensi dasar kepada pihak-pihak ang ingin melakukan penelitian 

















2.1 Teori Relativitas Umum 
Isaac Newton memperkenalkan percobaannya melalui sebuah persamaan 
antara dua buah benda yang saling tarik-menarik. Benda tersebut memiliki massa 






Hukum ini kemudian lebih dikenal dengan sebutan Hukum Gravitasi Newton. 
Hukum gravitasi adalah hukum yang yang menjelaskan tentang gerak benda-benda 
yang dipengaruh karena adanya interaksi gravitasi antara benda dengan ketelitian 
tinggi. Keakuratan untuk menganalisis dinamika gerak benda langit adalah bagian 
hitungan dari hukum ini. Bose pada tahun 1980 menulis presesi orbit plane di 
sekitar matahari (sebagai benda masif), pembelokan cahaya ketika melewati benda 
masif (seperti cahaya bintang yang lewat di sekitar matahari) dan sebagainya, tak 
dapat diterangkan menggunakan Hukum Gravitasi Newton. Lawden pada 
penelitiannya ditahun 1982 juga berpendapat bahwa Hukum Gravitasi Newton 
hanya berlaku pada medan gravitasi lemah dan tidak konsisten dengan Teori 
Relativitas Khusus. Menurut Teori Relativitas Khusus, jika ada benda yang 
bergerak maka gaya gravitasi benda tersebut terhadap benda lain akan berubah atau 
efek dari gravitasi merambat dengan kelajuan tak terhingga. Sehingga dapat 






Pada tahun 1915, Einstein menghasilkan suatu teori yang dinamakan dengan 
Teori Relativitas Umum (TRU). Teori yang menggambarkan gravitasi sebagai 
struktur geometri dalam ruang-waktu (kelengkungan). Einstein mengemukakan 
Gravitation is not force atau gravitasi bukanlah gaya melainkan efek dari 
kelengkungan ruang-waktu. Hal ini dikarenakan adanya penyebaran massa dan 
energi di dalam ruang-waktu tersebut. Dua asas yang terdapat dalam Teori 
Relativitas Umum, yaitu asas kesetaraan (principle of equivalence) dan asas 
kovariansi umum (general covariance) (Weinberg, 1972). 
Asas kesetaraan (principle of equivalence) yang dikemukakan oleh Einstein 
berbunyi “tidak ada percobaan yang dapat dilakukan dalam daerah kecil (lokal) 
yang dapat membedakan medan gravitasi dengan sistem dipercepat yang setara”. 
Hal ini dimisalkan jika dua benda terpisah jarak sejauh 𝑟 didekat permukaan bumi 
maka setiap benda yang bergerak disepanjang lintasan menuju pusat bumi, antara 
kedua benda tersebut makin lama atau makin dekat (Krane, 1992). 
Massa inersia dan massa gravitasi menjadi implikasi dari asas kesetaraan 
dengan menggantikan efek dari gravitasi yang muncul dengan menggunakan 
kerangka acuan dipercepat. Menurut mekanika Newton, benda yang bermassa 𝑚 
jatuh di dalam medan gravitasi dengan percepatan gravitasi sebesar 𝑔 dan koordinat 





= 𝑚𝐺𝑔 (2.2) 
 
Konsekuensi dari medan gravitasi yaitu semua benda yang berada di 
dalamnya akan merasakan percepatan yang sama serta tidak bergantung dari ukuran 






𝑦′ = 𝑦 − 
1
2
𝑔𝑡2 dan 𝑡′ = 𝑡 (2.3) 
 





+𝑚1𝑔 = 𝑚𝐺𝑔 (2.4) 
 





= 0 (2.5) 
 
Kerangka (𝑦, 𝑡) adalah kerangka dipercepat dengan percepatan sebesar 𝑔 
terhadap kerangka acuan inersial (𝑦′, 𝑡′). Kerangka acuan (𝑦′, 𝑡′) untuk 
menghilangkan efek gravitasi pada kerangka (𝑦, 𝑡). Dapat disimpulkan bahwa 
gerak pada kerangka inersial dalam daerah tanpa medan gravitasi sama dengan 
hukum gerak pada kerangka jatuh bebas di dalam medan gravitasi (non-inersial). 
Medan gravitasi dalam kerangka inersial dakan hilang ketika percepatan 
kerangkanya dihilangkan, sedangkan medan gravitasi dalam kerangka non-inersial 
tidak dapat dihilangkan oleh kerangka acuan manapun. Sehingga asas kovariansi 
Teori Relativitas Khusus berlaku pada kerangka inersial maupun non-inersial yang 
berbunyi, “Hukum alam harus memiliki bentuk yang tetap terhadap sebarang 
pemilihan transformasi koordinat” (Anugraha, 2011). 
Teori Relativitas Umum meramalkan cahaya bintang yang melewati sebuah 
benda langit yang masif, maka cahaya bintang tersebut akan dibelokkan. Gravitasi 
bumi bukan menjadi pengaruh membeloknya cahaya bintang melainkan ruang-
waktu di sekitar matahari tersebut melengkung. Perkembangan dalam dunia 





pandangan yang baru mengenai konsep ruang-waktu. Konsep yang menjelaskan 
ruang-waktu dapat melengkung jika didalamnya terdapat materi masif. 
 
2.2 Teori Relativitas Umum dalam Tinjauan Al-Qur’an 
Dalam menciptakan segala sesuatu dimuka bumi dan seluruh alam semesta 
dengan begitu sempurna, sesuai dengan penempatan dan kegunaannya. Hal ini 
menjadi bentuk kebesaran Allah SWT dalam menciptakan segala sesuatu. Baik 
matahari, bulan, begitupun dengan bintang. Matahari sebagai sumber cahaya di pagi 
hari, bulan sebagai satelit bumi serta penerang setelah tenggelamnya matahari, dan 
bintang sebagai petunjuk waktu, musim, dan arah di malam hari. Dalam QS. An-
Nur ayat 35 juga menjelaskan kebesaran Allah dalam menciptakan bintang sebagai 
berikut: 
 
                             
                              
                               
                     
 
Artinya : “Allah (Pemberi) cahaya (kepada) langit dan bumi. Perumpamaan 
cahaya Allah adalah seperti sebuah lubang yang tak tembus, yang 
didalamnya ada pelita besar. Pelita itu di dalam kaca (dan) kaca itu 
seakan-akan bintang (yang bercahaya) seperti mutiara, yang dinyalakan 
dengan minyak dari pohon yang berkahnya, (yaitu) pohon zaitun yang 
tumbuh tidak di sebelah timur (sesuatu) yang tidak pula di sebelah barat 
(nya), yang minyak (saja) hampir-hampir menerangi, walaupun tidak 
disentuh api. Cahaya di atas cahaya (berlapis-lapis), Allah membimbing 
kepada cahaya-Nya siapa yang dia kehendaki, dan Allah memperbuat 
perumpamaan-perumpamaan bagi manusia, dan Allah maha 





Teori Relativitas Umum (TRU) banyak mengkaji fenomena-fenomena alam, 
salah satunya lubang hitam. Lubang hitam adalah bentuk bintang yang mulai 
meredup dikarenakan cahayanya nampak habis. Menurut Shihab, baik di darat 
manupun di laut, bintang merupakan petunjuk arah jalan manusia. Dengan hadirnya 
bintang (terutama bintang yang tidak bergerak) seseorang yang hendak berpergian 
dapat berpatokan dengan bintang sebagai penentu arah ke tempat yang ingin dituju. 
Hal ini sudah lebih dulu dibahas pada QS. Al-An’am ayat 97: 
 
                         
        
 
Artinya : “Dan dialah yang menjadikan bintang-bintang bagimu, agar kamu 
menjadikan petunjuk dalam kegelapan di darat dan di laut. 
Sesungguhnya Kami telah menjelaskan tanda-tanda kebesaran (Kami) 
kepada orang-orang yang mengetahui” 
 
Bintang yang sudah kehabisan massanya serta cahayanya maka bintang 
tersebut sudah tidak dapat sebagai petunjuk arah lagi. Bintang tersebut memiliki 
gravitasi yang tinggi sehingga tidak dapat bergerak lagi dan tak nampak. 
Keberadaannya dapat diketahui karena mampu menarik benda-benda yang ada 
disekitarnya. Seperti sifat bintang yang memiliki gravitasi tinggi sehingga mampu 
menarik benda disekitarnya yang pernah dibahas di QS. At Takwir ayat 15-16 yang 
berbunyi: 
 
                   







Bintang dalam al-Quran dikenal dengan beberapa istilah نجىم ,تروج , dan كىكة 
. Ketiga Istilah tersebut digunakan secara bergantian untuk menggambarkan obyek 
yang berbeda. Kata kaukab (كىكة) digunakan untuk menggambarkan bintang 
sebagai benda langit yang memiliki cahaya, namun sebagai obyek perumpamaan. 
Dari sini dapat dipahami bahwa kata kaukab (كىكة) dalam Al-Quran digunakan 
untuk menggambarkan bintang sebagai benda langit yang berada dalam alam 
khayalan (angan-angan) atau sesuatu yang berada dalam dunia ide. Jadi kata 
kaukab (كىكة) bukan untuk menunjukkan bintang yang ada dalam dunia realitas, 
tetapi menunjuk pada bintang yang ada dalam ide QS. At Takwir ayat 2:  
 
         
Artinya : “Dan apabila bintang-bintang berjatuhan” 
 
Berdasarkan ungkapan Hasan pada tahun 2015, beberapa ayat kata nujūm   
 memiliki makna bintang dalam arti yang hakiki. Ada yang untuk (جنمى)
menggambarkan bintang sebagai benda langit untuk obyek sumpah (qasam). 
Pernyataan ini diperkuat oleh ayat diatas yang menggambarkan ciri hari kiamat 
dengan berjatuhannya bintang.  
 
2.3 Ruang Datar dan Ruang Lengkung 
Secara geometri, ruang datar (ruang euclid) itu dimana terdapat titik, garis dan 
permukaan. Sedangkan ruang lengkung (ruang Riemann) itu dimana geometri tidak 
lagi berfungsional sehingga Semua benda yang memiliki massa dapat melengkungkan 
ruang. Kuadrat jarak pada dua titik 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧) dan titik 𝐵(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑑𝑧) 





𝑑𝑠2  =  𝑑𝑥2  + 𝑑𝑦2  +  𝑑𝑧2 (2.6) 
 
Persamaan di atas menggunakan koordinat kartesian. Persamaan tersebut 
dapat diubah menjadi koordinat silinder. Dengan melalui transformasi, 𝑥 =
 𝜌 cos 𝜙 , 𝑦 = 𝜌 sin𝜙 ,   𝑧 = 𝑧. Sehingga kuadrat jaraknya menjadi:  
 
𝑑𝑠2  =  𝑑𝜌2  + 𝜌2𝑑𝜙
2
 +  𝑑𝑧2 (2.7) 
 
Ruang tiga dimensi pada persamaan 1 dinamakan ruang Euclid atau kadang 
disebut dengan Ruang Datar. Contoh bentuk ruang datar satu dimensi (𝑑𝑥2)  atau 
dua dimensi (𝑑𝑥2  + 𝑑𝑦2) masing-masing adalah garis lurus dan bidang datar. 
Sedangkan permukaan bola, ellipsoida, dan permukaan sadel kuda merupakan 
contoh ruang lengkung dua dimensi. 
Ruang-waktu Minkowski terdiri dari ruang datar empat dimensi (3 dimensi 
ruang berkoordinat 𝑥, 𝑦, 𝑧 dan satu dimensi waktu berkoordinat 𝑡) dengan invarian 
kuadrat elemen garis. Yang mana setiap ruang-waktu Minkowski menggambarkan 
peristiwa masa, masa lalu dan masa sekarang. Bentuk ruang-waktu Minkowski 
adalah: 
 
𝑑𝑠2  =  −𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥
2
 + 𝑑𝑦2  +  𝑑𝑧2 (2.8) 
 
Sedangkan pada ruang lengkung empat dimensi dinamakan ruang-waktu 
Schwarzschild dengan kuadrat elemen garis berbentuk: 
 
𝑑𝑠2  =  − (1 −
𝑟𝑠
𝑟





𝑑𝑟2  + 𝑟2 (𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜙2) (2.9) 
 
Anugraha (2014) membedakan antara ruang Riemann (ruang lengkung) dan 





1. Jumlah sudut dalam segitiga degan sisi-sisi segitiga merupakan penghubung 
terrpendek antara titik sudutnya tidak sama dengan 180o. 
2. Perbandingan antara keliling dengan diameter ≠ 𝜋. 
3. Garis penghubung terpendek antara dua titik tidak berbentuk garis lurus 
melainkan garis lengkung. 
4. Dua garis sejajar lokal dapat terpotong. 




Gambar 2.1 Ruang Datar (Kiri) dan Ruang Lengkung (Kanan)  
(Anugraha, 2014) 
 
2.4 Aksi Hilbert Einstein 
Berikut ini persamaan Einstein atau persamaan medan gravitasi yang 
diperoleh dari prinsip variasi dalam kondisi vakum sebagai berikut: 
 
𝛿𝑆 =  𝛿 ∫𝑑Ω√−𝑔ℒ = 0 (2.10) 
 
Persamaan (2.10) digunakan untuk menurunkan persamaan-persamaan 
partikel dan persamaan medan. Dengan √−𝑔𝑑Ω merupakan elemen volum invarian 






?̅?𝛼 → 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼(?̅?𝛼) (2.11) 
 
Dengan ?̅?𝛼 sebagai koordinat lokal awal dan 𝐽 sebagai determinan alih-ragam 
Jacobi. 
 





Jika diketahui juga 
 













= √−𝑔𝑑Ω (2.15) 
 
Karena persamaan Euler-Lagrange diturunkan dari prinsip variasi menjadi 
orde dua, maka Lagrangan harus terbentuk kuadrat pada turunan orde pertama 
terhadap 𝑔𝜇𝜐. Turunan orde pertama berisi simbol Christoffel yang tidak invarian 
terhadap koordinat. Oleh karena itu, rapat Lagrangan yang dipilih adalah skalar 
kelengkungan Ricci 𝑅, sehingga prinsip variasinya menjadi (Romadani, 2015): 
 
𝛿𝑆 =  𝛿 ∫𝑑Ω√−𝑔𝑅 = 0 (2.16) 
















∫𝑑Ω√−𝑔𝑅 +∫𝑑ΩRδ√−𝑔 = ∫𝑑Ω√−𝑔𝑔𝜇𝜐𝛿𝑅𝜇𝜐 +∫𝑑Ω√−𝑔𝑅𝜇𝜐𝛿𝑔













































































(√−𝑔𝑊𝜌)  𝑑Ω  











𝑅𝑔𝜇𝜐] 𝑑Ω = 0 (2.24) 
𝐺𝜇𝜐 ≡ 𝑅𝜇𝜐 −
1
2
𝑅𝑔𝜇𝜐 = 0 (2.25) 
 
Keberadaan materi memberikan sumbangan terhadap bentuk Lagrangan yaitu 
Lagrangan materi ℒ𝑚𝑎𝑡 berkaitan dengan tensor kovarian energi momentum 𝑇𝜇𝜐 





𝑅𝑔𝜇𝜐 = 𝜅𝑇𝜇𝜐 (2.26) 
 
Persamaan di  atas menyatakan bahwa hukum gravitasi Einstein dengan 𝜅 
berupa suatu tetapan positif yang berhubungan dengan nilai konstanta gravitasi 𝐺. 
Persamaan Euler-Lagrange pada aksi Hilbert-Einstein. Keberadaan materi 
memberikan sumbangsih terhadap bentuk Lagrangan yaitu Lagrangan materi ℒ𝑚𝑎𝑡 
berkaitan dengan tensor kovarian energi momentum 𝑇𝜇𝜐 sehingga diperoleh bentuk 
umum yaitu (Romadani, 2015): 
 
𝐺𝜇𝜐 = 𝑅𝜇𝜐 −
1
2
𝑅𝑔𝜇𝜐 = 𝜅𝑇𝜇𝜐 (2.27) 
 
dengan: 
𝑅𝜇𝜐 = Tensor Ricci 
𝑔𝜇𝜐 = Tensor metric 
𝑅 = Skalar Ricci 
𝑇𝜇𝜈 = Tensor Energi Momentum 









PERSAMAAN KLEIN-GORDON DAN LUBANG HITAM 
SCHWARZCHILD 
 
3.1  Lagrangian Medan Skalar 
Sutopo (2005) berpendapat bahwa keadaan gerak sistem dideskripsikan 
sebagai Fungsi gelombang 𝜙(𝑥, 𝑡). Fungsi gelombang 𝜙(𝑥, 𝑡) pada persamaan 
schrodinger dapat digunakan untuk mengetahui nilai dalam berbagai besaran yang 
dimiliki sistem. Pendeskripsian fungsi gelombang 𝜙(𝑥, 𝑡) dapat diartikan guna 
memuat berbagai informasi seperti posisi, energi, momentum sudut, momentum 
linier, dan besaran-besaran dinamis lain. Fungsi gelombang Schrodinger pada 








∇2 + 𝑉(𝑟, 𝑡)}𝜙(𝑥, 𝑡)  
 
Partikel skalar merupakan persamaan gelombang untuk sebuah partikel tanpa 
spin yang tidak memiliki putaran namun memiliki satu komponen, yakni 𝜓. 
persamaan ini diperoleh dari persamaan dengan mengganti operator diferensial 






𝑝 → −𝑖ℏ∇ 
(3.1) 
  
















Fungsi gelombang 𝜙 diturunkan terhadap ruang tiga dimensi secara parsial 




















Gagasan de Broglie menyatakan panjang gelombang 𝜆 =
ℎ
𝑝
 dan konstanta Plank  







 Gelombang tersebut tersusun antara gagasan kuantum dan gagasan klasik 
pada kondisi relativistik menjadi Energi total relativistik partikel bebas bermassa 𝑚 
dengan fungsi gelombang 𝜙, persamaan yang diperoleh (Ryder, 1985): 
 
𝑬2𝜙 = (𝒑𝟐𝑐2 +𝑚2𝑐4)𝜙 (3.5) 
 
Kemudian masing-masing ruas persamaan dikerjakan pada sembarang fungsi 
















= (−ℏ2∇2𝑐2 +𝑚2𝑐4)𝜙 (3.7) 
 




























]𝜙−𝑚2𝑐2𝜙 = 0 (3.9) 
 


















3.2 Persamaan Klein-Gordon 
Perilaku elektron bahkan tingkat energi gelombang dapat dijelaskan dengan 
Persamaan Schrodinger. Keberhasilan Persamaan Schrodinger dalam merumuskan 
fungsi gelombang belum dapat dikatakan sebagai puncak kejayaan teori kuantum. 
Sebab, muncul pertanyaan bagaimana menjelaskan tentang objek mikro yang 
bergerak dengan kecepatan tinggi, misalnya elektron yang bergerak degan 
kecepatan 250 juta m/s. Dengan pertanyaan ini O. Klein, V. Fock, dan W. Gordon 
dengan upaya menggabungkan teori medan kuantum dan teori relativitas khusus 
dengan memodifikasi persamaan gelombang Schrodinger menjadi persamaan yang 
relevan untuk kasus relativistik (𝑣 ≈ 𝑐). Persamaan tersebut diberi nama dengan 
sebutan persamaan Klein-Fock-Gordon atau lebih dikenal dengan persamaan 
Klein-Gordon. Sehingga dapat dikatakan persamaan Klein-Gordon merupakan 
persamaan Schrodinger versi relativistik. Persamaan Klein-Gordon 
menggambarkan persamaan medan untuk partikel skalar (spin-0). Persamaan 
Klein-Gordon menjadi persamaan yang sering dipelajari untuk menggambarkan 
dinamika partikel dalam teori medan kuantum (Saadatmand dan Jadivan, 2017).  
Menurut Humaidi (2016) fungsi gelombang, rapat probabilitas, dan tingkat-
tingkat energi elektron merupakan solusi dari persamaan Klein-Gordon. Kemudian, 
persamaan (3.9) akan dikalikan dengan 
1
ℏ2𝑐2















)𝜙 = 0 (3.11) 





)𝜙 = 0 (3.12) 
 
 





(⧠− 𝑘2)𝜙 = 0 (3.13) 
 
Persamaan (3.13) seperti yang kita ketahui disebut dengan persamaan Klein-
Gordon pertama kali dirumuskan oleh Oskar Klein, V. Fock, dan Walter Gordon. 
Substitusikan persamaan (3.1) ke dalam pendekatan non-relativistik dengan=










Persamaan Schrodinger adalah pendekatan non relativistik untuk persamaan Klein-























𝜙𝜙∗ = 0 (3.16) 
 










































∇(𝜙∗∇𝜙−𝜙∇𝜙∗) = 0 (3.19) 
 
Kepadatan probabilitas untuk persamaan schrodinger adalah: 
 
𝜌 = 𝜙∗𝜙  (3.20) 
 





∇(𝜙∗∇𝜙 − 𝜙∇𝜙∗)  (3.21) 
 




























+ ∇ ∙ 𝐣 = 0 
(3.22) 
 
Lalu pada persamaan Klein-Gordon untuk menjadi relativistik, mengubah 𝜌 pada 
persamaan (3.20) sebagai skalar. Tetapi dengan komponen waktu dari vektor 4, 

















dan 𝐣 adalah 
 
𝐣 = (𝜌, 𝐣) =
 ℏ
2𝑚
(𝜙∗∇𝜙 − (∇𝜙∗)𝜙) (3.24) 
 













Sehingga terdapat permasalahan lain pada dengan persamaan Klein-Gordon, 
sehingga persamaan (3.5) menjadi: 
 
𝑬2 = ±(𝑝2𝑐2 +𝑚2𝑐4) (3.26) 
 
Solusi untuk persamaan Klein-Gordon mengandung istilah energi negatif dan 
juga energi positif untuk partikel bebas dengan energi bersarang, karena partikel 
yang memiliki energi positif dan keadaan energi negatif dapat diabaikan. 
Nainggolan (2012) dalam penelitiannya menyatakan bahwa persamaan Klein-
Gordon dapat menjelaskan pergerakan elektron saat mengelilingi atom dalam 





3.3  Persamaan Medan Gravitasi (Vakum) 
Simbol Christofferl telah memproduksi suatu tensor yang dinamakan tensor 






















3 = cot 𝜃 
Γ22






1 = −𝑟𝑒−𝜆 sin2 𝜃  
 
Dari beberapa komponen simbol Christofferl dapat menghasilkan tensor 


















































Adapun skalar Ricci diberikan: 
 































3.4  Solusi Medan Schwarszchild dalam Ruang Kosong 
Potensial newtonian di sekitar objek ditentukan oleh fungsi metrik yang 
berkaitan dengan objek tersebut. Untuk objek yang memiliki simetri bola, 
Schwarzschild menyatakan bahwa, metrik 𝑔
𝜇𝜈
 merepresentasikan struktur ruang-
waktu statik yang simetrik pada ruang kosong (empty space). Ruang waktu statik 
adalah ruang waktu yang memiliki sifat- sifat: 
(a) semua komponen dari metrik tersebut tidak bergantung waktu; dan  








 tidak bergantung waktu dan elemen panjang 𝑑𝑠2 invarian 
terhadap transformasi 𝑡 →  −𝑡, sehingga metrik tersebut statik. 
Persamaan wakilan metrik pada koordinat Schwarzschild merupakan proses 
akhir dari persamaan medan Einstein yang bersifat isotropik statik bermassa 𝑚 
yang dirumuskan dalam koordinat bola. Metrik ruang-waktu datar dalam koordinat 
bola diberikan oleh: 
 
 𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡
2
+ 𝑑𝑟2 + 𝑟2 (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2) (3.33) 
 
Persamaan bidang Einstein untuk ruang kosong dan mengisi dengan asumsi 
𝐺 = 𝑒 = 1, sehingga metriknya menjadi: 
 
𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝑟2 (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2)  (3.34) 
 
Metrik yang line element nya invarian terhadap rotasi koordinat, namun 





(tidak bergantung waktu), maka tensor metrik komponen 𝑔𝑡𝑡dan 𝑔𝑟𝑟 menjadi fungsi 
radial r, sehingga bentuk metrik menjadi 
 
𝑑𝑠2 = −𝑓(?̅?)𝑑𝑡2 +𝑔(?̅?)𝑑?̅?2 + ℎ(?̅?)?̅?2 (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2)  (3.35) 
 
Dengan 𝑟 = ?̅?√ℎ(?̅?), line element menjadi: 
 
𝑑𝑠2 = −𝐴(?̅?)𝑑𝑡2 +𝐵(?̅?)𝑑?̅?2 + ?̅?2 (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2) (3.36) 
 
Mengubah fungsi 𝐴(𝑟) dan 𝐵(𝑟) menjadi fungsi eksponensial untuk 
mendapatkan tensor eistein. Diperoleh fungsi 𝛼(𝑟) dan 𝛽(𝑟) dari 𝑒2𝛼(𝑟) =  𝐴(𝑟) 






+ ?̅?2 (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2) (3.37) 
 
 
Persamaan (3.37) memberi elemen tensor metrik kovarian 
 
[𝑔𝜇𝜈] = [
𝑒2𝛼 0 0                 0











Tensor metriks kontravarian diberikan oleh 
 
[𝑔𝜇𝜈] = [
𝑒2𝛼 0 0                 0






















+ ?̅?2 (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2)  (3.39) 
 
Koordinat 𝑟 dan 𝑡 konstan dengan luas permukaan  4𝜋𝑟2. Penggunaan 
Cartesian Formalism untuk memperoleh solusi statik pada keadaan vakum  
𝑅𝜇𝜈 = 0. 
 
𝑔𝑡𝑡 = 𝑒
𝛼  𝑑𝑡 (3.40) 
𝑔𝑟𝑟 = 𝑒
𝛽 𝑑𝑟 (3.40) 
𝑔𝜃𝜃 = 𝑟 𝑑𝜃 (3.40) 
𝑔𝜙𝜙 = 𝑟 sin 𝜃  𝑑𝜙 (3.40) 
 
















𝑟 sin 𝜃  𝑑𝜙
 (3.41) 
 































(1 − 𝑒−2𝛽) (3.44) 
𝐸𝜃𝜃 = 𝐸𝜙𝜙 =
1
𝑟





Fungsi 𝛼(𝑟) dan 𝛽(𝑟)  dapat dicari untuk menyelesaikan persamaan medan 
Einstein. Untuk daerah di sekitar (di luar) objek yang memiliki simetri bola, maka 
persamaan medan Einstein yang digunakan adalah persamaan medan pada empty 




𝑒−2𝛽(𝛼′ + 𝛽′) = 0 (3.46) 
 
Persamaan (3.46) dapat diintegrasikan menjadi 
 
𝛼(𝑟) +𝛽(𝑟) = 𝐾,  (3.47) 
 
Dimana K adalah konstan, sehingga dapat mengubah ulang koordinat waktu, 
dengan menggeser nilai kontanta K dengan angka berapapun. Misalnya 𝐾 = 0 






= 0 (3.48) 
 
Persamaan (3.48) dapat diintegrasikan menjadi: 
 












Bentuk metrik isotropik adalah  
𝑑𝑠2 = − (1 −
2𝑀
𝑟











Dimana M merupakan arbitrary constant. Persamaan (3.37) disebut sebagai 
bentuk metriks Schwarzschild yang pertama kali ditemukan pada tahun 1916 oleh 
Karl Schwarzschild. Radius Schwarzchild cukup besar, hal ini jika M bernilai 
cukup besar sementara uji partikel cukup kecil, begitu yang terjadi pada lubang 
hitam (Anugraha, 2011). 
Metriks Schwarzschild ini menggambarkan medan gravitasi di luar sumber 
yang bersimetri bola serta tidak bergantung pada distribusi materi di dalam sumber. 
Metriks tersebut akan bernilai tak hingga saat 𝑟 = 2𝑀, jarak 𝑟 = 2𝑀 disebut 
sebagai jari-jari Schwarzschild. 
 
3.5  Lubang Hitam Schawarzschild  
Solusi schwarzschild untuk ruang kosong dapat diperluas menuju daerah 𝑟 <
2𝑚. Tetapi tidak dapat berkomunikasi dengan ruang 𝑟 >  2𝑚. Jari-jari 
Schwarzchild membentuk horizon peristiwa yang memisahkan dua daerah: 
 
Wilayah I 2𝑚 < 𝑟 < ∞ 
Wilayah II 0 < 𝑟 < 2𝑚 
 
Wilayah I disebut wilayah lubang hitam sedangkan titik 𝑟 = 0 disebut titik 
singularitas instrinsik. Anugraha (2014) menulis karakteristik solusi Schwarzschild 
1. Partikel yang bergerak menuju titik sigularitas akan merasakan tarikan 
gravitasi yang sangat kuat. 
2. Partikel (termasuk cahaya) tidak ada yang mampu keluar dari wilayah I (batas 
horizon peristiwa). Partikel atau cahaya yang bergerak radial keluar tidak 





3. Cahaya atau sinyal yang dipancarkan dari dekat horizon peristiwa (wilayah 
II) akan mengalami pergeseran ketika diterima oleh pengamat yang jauh. 
Apabila Radius Schwarzschild untuk partikel bumi dimampatkan sekitar 9 
mm cukup kecil dengan 𝑀 yang besar sementara seperti yang terjadi pada lubang 
hitam (black hole). Radius Schwarzchild dalam lubang hitam dapat dilihat di bawah 
ini. 
 







MEDAN SKALAR DAN MEDAN GRAVITASI 
 
Medan skalar adalah persamaan gelombang untuk sebuah partikel tanpa spin 
yang tidak memiliki putaran namun memiliki satu komponen yakni, 𝜓. 
Penggabungan teori medan kuantum dan teori relativitas khusus dengan 
memodifikasi persamaan gelombang Schrodinger menjadi persamaan yang relevan 
untuk kasus relativistik (𝑣 ≈ 𝑐) disebut dengan Persamaan Klein-Gordon. Dapat 
dikatakan pula bahwa persamaan Klein-Gordon merupakan persamaan Schrodinger 
versi relativistik dengan menggambarkan persamaan medan untuk partikel skalar 
spin-0 (Saadatmand dan Jadivan, 2017).  
Suatu kuantitas yang dapat menjelaskan atau mempresentasikan sistem fisis 
disebut dengan Lagrangian. Rapat Lagrangian dalam ruang-waktu datar tanpa 
kehadiran gravitasi (ruang Minkowski) dimana Lagragiannya diberikan oleh 
pengurangan energi kinetik dengan energi potensial. Yang mana dalam kasus ini 
1
2




𝑚2𝜙2 menggambarkan energi potensial. Untuk mendapatkan 
Klein-Gordon dengan kehadiran gravitasi, rapat Lagrangian akan diperluas untuk 
ruang-waktu yang melengkung sehingga energi kinetiknya harus memuat √−𝑔, 
dan 𝜂𝜇𝜈 kemudian diganti 𝑔𝜇𝜈, hal tersebut dikarenakan rung-waktu melengkung 
akan mempengaruhi gerak benda. 
 
4.1 Geometri Simetri Bola 
Dalam merumuskan teori relativitas umum tentang gravitasi, Einstein 





gaya lain “Gravitation is not force” melainkan efek dari kelengkungan ruang-waktu 
yang diakibatkan oleh kehadiran massa dan energi yang masif menurut pandangan 
Einstein. Atas dasar itu, kemudian Einstein menggunakan ruang-waktu empat 
dimensi yang melengkung (ruang Riemann) untuk mendeskripsikan bagaimana 
kontribusi materi-energi dalam ruang. Geometri suatu ruang diberikan dalam suatu 
tensor kelengkungan yang dikenal dengan tensor Ricci.  
Tensor Ricci dibentuk oleh produk dari simbol Christofferl dan turunan 
pertamanya, sedangkan simbol Christofferl itu sendiri dibentuk oleh kombinasi 
linier dari tensor metrik dan turunan pertamanya. Dengan diketahui bentuk eksplisit 
dari tensor metrik, maka seluruh komponen simbol Christofferl dapat dihitung. 

















































Dengan skalar Ricci 























Tensor Ricci (4.1) dan skalar Ricci (4.2) di atas bersimetri bola. Hal ini dapat 







Aksen pada persamaan di bawah menandakan bahwa persamaan tersebut turunan 




































































  (4.9) 
 
4.2  Tensor Energi-Momentum Medan Skalar 
Tensor energi-momentum yang tidak sama dengan nol adalah kontribusi dari 
medan skalar. Kehadiran dari medan skalar merupakan konsekuensi dari suatu 
potensial yang termuat dari persamaan Lagrangian. Bentuk tensor energi 
momentum sebagai berikut: 


















































Dalam persamaan (4.11) – (4.14) merupakan tensor energi momentum 
sehingga hubungan antar tensor energi-momentum tidak sama nol sehingga 
mereduksi dalam tensor campuran menjadi: 
𝑇0
0 = 𝑔00𝑇00 
𝑇0














1 = 𝑔11𝑇11 
𝑇1


















𝑒−𝜆 −𝑚2𝜙2] (4.16) 
𝑇2
2 = 𝑔22𝑇22 
𝑇2














𝑒−𝜆 +𝑚2𝜙2] (4.17) 
𝑇3
3 = 𝑔33𝑇33 
𝑇3
3 = −𝑟2𝑠𝑖𝑛−2𝜃 [−
1
2




















4.3 Persamaan Medan Einstein-Klein-Gordon 
Gravitasi berkaitan erat dengan geometri ruang-waktu di sekitar objek, yang 
ditentukan oleh parameter-parameter fisis di dalam objek tersebut (geometry is 
merged with physics). Medan Gravitasi menyebabkan melengkungnya lintasan 





berlaku sebaliknya. Potensial medan gravitasi sebanding dengan rapat massa 
sumber medan, maka dapat dilakukan perluasan bahwa kelengkungan ruang-waktu 
sebanding dengan tensor energi-momentum seperti yang dijelaskan dalam 






dimana geometri ruang-waktu (gravitasi) ditunjukkan pada 𝐺𝜇
𝜇
 sebagai tensor 
Einstein. Dan materi-energi (medan skalar) ditunjukkan pada 𝑇𝜈
𝜇
 sebagai tensor 
energi-momentum. Selanjutnya hubungan antara persamaan (4.6)-(4.9) dan (4.15)-


































































𝑒−𝜆 +𝑚2𝜙2] (4.21) 
𝐺3





























Sehingga dapat dirumuskan persamaan Klein-Gordon dengan kehadiran 













4.4 Penyelesaian Persamaan Medan 
Berdasarkan perluasan kelengkungan ruang-waktu sebanding dengan 
distribusi materi-energi seperti persamaan (2.13) dan dihasilkan persamaan (4.19)-





1 ) maka diperoleh hasil: 






















































































= 𝜅 (𝑚2𝜙2) (4.24) 
 




















































































Jika persamaan (4.25) dibandingkan dengan persamaan Klein-Gordon 
dengan kehadiran gravitasi dalam ruang-waktu melengkung (4.23) untuk partikel 







)𝜙′ −𝑚2𝜙𝑒𝜆 = 0 
















































































𝑟 + 1 (4.28) 
Substitusi persamaan (4.28) kedalam persamaan (4.27) untuk mendapatkan nilai 














− 1 (4.29) 
 
Selanjutnya untuk mendapatkan nilai 𝑒í digunakan hubungan persamaan 






















































+ 𝜆′ (4.31) 
 
Kemudian pada kondisi 𝑔00 pada persamaan (4.31) memberikan nilai í 










Selanjutnya persamaan Klein-Gordon (4.23) akan direduksi dalam ruang-




)𝜙′ −𝑚2𝜙 = 0 (4.31) 
 
Persamaan (4.31) disebut Persamaan Differensial Bessel. Persamaan 
differensial bessel merupakan persamaan biasa yang mempunyai koefisien yang 
berupa variabel. Persamaan differensial bessel termasuk persamaan differensial 
linier. Persamaan differensial bessel disini  mempunyai solusi berupa kombinasi 
linier dari [𝑠𝑖𝑛(𝑖𝑚𝑟)]/𝑖𝑚𝑟 dan [𝑐𝑜𝑠(𝑖𝑚𝑟)]/𝑖𝑚𝑟. Persamaan (4.31) akan 





dengan 𝜙 adalah potensial Yukawa dan 𝑔 merupakan interaksi kuat. Selanjutnya 


























































Agar mendapatkan nilai penyelesaian medan dalam bentuk 𝑒−𝜆 dan 𝜈′, maka 
persamaan (4.37) dan (4.38) disubstitusikan kedalam persamaan (2.13) 






















] 𝑒𝜆 (4.39) 
 
dengan 𝑀 merupakan konstanta integrasi yang kemudian dapat didefinisikan 
sebagai massa gravitasi benda dari titik sumber. Pada partikel skalar 𝑚 = 0 dan 𝑔 ≠
































𝑟 −𝑀 −√𝑀2 −
𝜅𝑔2
2














Dengan 𝜅 sebagai konstanta dari persamaan medan Einstein dan 𝑔 sebagai 
konstanta dari medan skalar. Dari persamaan (4.42) yang dapat terlihat kontribusi 










𝑟 −𝑀 − √𝑀2 −
𝜅𝑔2
2
















𝑑𝑟2 − 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2) 
 (4.44) 
Dengan demikian, ditemukan persamaan medan gravitasi untuk partikel 
skalar tidak bermassa yang dinyatakan dalam elemen garis pada persamaan (4.44). 
Metrik tersebut menyatakan gravitasi mempunyai peran yang lebih dominan 
dibandingkan medan skalar. Dengan adanya suku tambahan pada metrik tersebut 












Gambar 4.2 Medan Gravitasi dan Medan Skalar untuk 𝑀 = 𝜅 = 𝑔 = 1.   
 
Gambar (4.1) merupakan visualisasi dari persamaan (3.51) yaitu persamaan 
metrik Schwarzschild yang mana merupakan bentuk isotropik statik ruang-waktu 4 
dimensi berkoordinat bola dengan memvariasikan nilai Radiusnya. Sehingga dalam 
persamaan tersebut hampir sama dengan solusi persamaan gravitasi medan Klein-
Gordon seperti pada persamaan (4.40) pada suku kedua menjelaskan kontribusi 
massa sebagaimana pada metrik Schwarzschild, sedangkan suku ketiga 
memberikan gambaran pengaruh medan skalar dalam ruang-waktu di sekitar benda 







Gambar 4.3 Solusi Persamaan Medan Gravitasi Einstein-Klein-Gordon untuk 
variasi nilai 𝑟 dan 𝑀 = 𝜅 = 𝑔 = 1.   
 
Pada solusi persamaan (4.44) dengan adanya suku tambahan pada metrik 
tersebut menunjukkan bahwa metriknya tidak menuju singularitas seperti pada 
solusi Schwarszchild, yang mana jika divisiualisasi dan merubah atau 
memvarasikan nilai Radiusnya didapatkan Gambar (4.3). 
Ketika melihat berbagai hamparan yang ada di langit dan di bumi, maka akan 
mengantarkan manusia melihat keagungan Allah dan sebagai bukti bahwa Allah 
merupakan satu-satunya Tuhan seluruh alam. Tidak sedikit ayat-ayat Al-Qur’am 
yang menyadarkan manusia agar menggunakan akalnya untuk melihat, 
memikirkan, dan merenungi segala bentuk ciptaan Allah. Dengan ini dapat dilihat 





                               
               
Artinya : “Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali 
tidak melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang 
tidak seimbang.Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat 
sesuatu yang tidak seimbang?Kemudian pandanglah sekali lagi 
niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan tidak 
menemukan sesuatu cacat dan penglihatanmu itupun dalam keadaan 
payah.” 
 
Allah telah menciptakan semua dengan sangat sempurna dan tidak ada cacat 
sedikitpun. Dia satu-satunya yang mengatur semua makhluk, dan semua yang ada 
di langit dan di bumi harus tunduk, taat, dan mensyukuri-Nya. Harus di Esakan dan 
tidak mensyirikan-Nya karena Allah maha kuasa yang menciptakan langit dan 
bumi, kemudian mengatur segala sesuatu yang berkaitan dengan makhluk-Nya. 
Posisi-posisi bintang digambarkan al-Quran tentang kehancuran alam 
semesta, yaitu keadaan bintang pada akhir zaman, bintang dipakai sebagai alat 
sumpah, penghias langit, alat pelempar setan yang hendak mencari informasi dari 
langit. Bintang juga dijelaskan sebagai penunjuk arah. Bintang disebut sebagai 
makhluk ciptaan Allah yang tunduk dan patuh kepada-Nya. Dan bintang sebagai 
bahan perumpamaan.  
Para ilmuwan menyebut Khunnas sebagai Black hole (lubang hitam). Black 
hole merupakan bintang yang berat massanya tidak dapat dilihat, berjalan dengan 
kecepatan mencapai puluhan ribu kilometer perdetik. Black hole dapat menarik, 
menekan, dan membersihkan setiap sesuatu yang ditemui dalam perjalanannya.  
Black Hole seberat bumi dengan diameternya kurang dari satu sentimeter dan Black 
Hole yang seberat matahari itu memiliki diamenter sebesar 3 kilometer. Black Hole 





kilogram, atau 10 pangkat 31. Hal ini seperti firman Allah dalam QS. Al-takwir 
ayat (2), Al-Mursalat ayat (8), dan al-Infitar ayat (2); 
         
Artinya : “Dan apabila bitang-bintang berjatuhan” 
 
           
Artinya : “Maka apabila bintang-bintang telah dihapuskan” 
 
           
Artinya : “Dan apabila bintang-bintang jatuh berserakan” 
 
Bintang-bintang menjadi seperti api raksasa di alam semesta dengan 
serangkaian reaksi nuklir di dalamnya atau yang dikenal sebagai fusi nuklir, 
Disanalah semua elemen diperlukan bagi kehidupan di bumi dan di langit 
diciptakan. Selain itu gravtasi akan menghubungkan bintang-bintang, ada sejumlah 
kekuatan yang menahan isi didalam setiap benda angkasa, baik di langit maupun di 
bumi. Mengingat gravitasi bintang-bintang sangat besar, mendominasi semua 
planet, planetoid, satelit, komet, dan benda langit lainnya. Bahkan bintang tersebut 
dihubungkan melalui sebuah gravitasi yang membentuk unit lebih besar dari 







Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, diperoleh kesimpulan sebagai 
berikut: 
1. Secara umum, persamaan Klein-Gordon adalah 
(⧠− 𝑚2)𝜙 = 0 





= 𝜕𝜇𝜕𝜇. Selanjutnya, untuk persamaan Klein-Gordon 
dengan kehadiran gravitasi dalam ruang-waktu melengkung diperoleh dengan 




2√−𝑔𝜙 = 0 
 
Sehingga dalam penelitian ini, Persamaan Klein-Gordon untuk ruang-waktu 
melengkung dapat diperluas lagi dengan menurunkan persamaan diatas 








)𝜙′ −𝑚2𝑒𝜆𝜙 = 0 
 
2. Gravitasi pada suku kedua dari persamaan (4.44) lebih dominan dibanding 
medan skalar pada suku ketiga, sehingga metriknya tidak menuju singularitas 








𝑟 −𝑀 − √𝑀2 −
𝜅𝑔2
2
















𝑑𝑟2 − 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2) 
 
5.2 Saran 
Setelah melakukan kajian dalam penelitian ini terdapat hal yang penulis 
recomendasikan untuk penelitian selanjutnya yaitu perpanduan gravitasi dengan 
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PERSAMAAN MEDAN GRAVITASI 
 
1. Simbol Christofferl 
 
Untuk 𝛼 =  𝜇 =  𝜈 
 
Untuk  𝛼 ≠  𝜇 =  𝜈 
 
Untuk  𝛼 = 𝜇 ≠  𝜈 
 







2. Tensor Ricci 
Sehingga didapatkan beberapa simbol Christofferl tidak nol. Selanjutnya 
















GEOMETRI SIMETRI BOLA 
 
1. Tensor Einstein 
 









PENYELESAIAN PERSAMAAN MEDAN 
 

















SCRIPT GRAFIK UNTUK SOLUSI PERSAMAAN METRIK 
SCHWARZSCHILD 
 







SCRIPT GRAFIK UNTUK MEDAN GRAVITASI DAN MEDAN SKALAR 
 







SCRIPT GRAFIK UNTUK SOLUSI PERSAMAAN MEDAN GRAVITASI 
EINSTEIN-KLEIN-GORDON 
 
close all; clear all; clc; 
M=1; 
k=1; 
g=1; 
C=1; 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
